Mira el video

El Estudiante

ALGEBRA - 4.° ESO - BACHILLERATO

La formula cuadratica

Seguro que la conoces de memoria. En estos apuntes vamos a dedueirla: paso a paso,
completando el cuadrado, y a ver qué mds nos cuenta: el discriminante, las relaciones
de Cardano-Vieta y el cuadrado «de verdad» con el que al-Juarismi resolvia ecuaciones

hace doce siglos.

1 El punto de partida

DEFINICION 1.1 - ECUACION DE SEGUNDO GRADO}

Es toda ecuacion que puede escribirse en la forma

az? +bx+c=0, a,b,ceR, a#0.

NOTA La condicidn a # 0 no es un tecnicismo: si a = 0, el término x? desaparecey la ecuacion
es de primer grado. Toda la deduccion usa que podemos dividir entre a.

2 Dividir entre «
Dividimos los dos miembros entre a y pasamos el término independiente al otro lado:
b
Pt —r= =
a a

El objetivo de todo lo que sigue es que la = aparezca una: sola: wez: asi podremos despejarla.


https://www.youtube.com/watch?v=sHLgxwOhGEw
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3 Completar el cuadrado

Recordemos la identidad notable del cuadrado de una suma:

(p+q)* =p* +2pg + ¢*.

En el primer miembro ya tenemos «el cuadrado del primero», z2, y algo que puede hacer
de «doble del primero por el segundo». Hacemos la correspondencia:

b b
p=u, 2pg=—xr = q= .
a 2a

Solo falta ¢°. Lo sumamos en los idos: imiembros: para no alterar la igualdad:

b2 b2 c

2y lep X T
a 462 4a? a’

A la izquierda hay un cuadrado perfecto; a la derecha, reducimos a comun denominador
4a*:

DEFINICION 3.1 - DISCRIMINANTE]

El nimero A = b2 — 4ac se llama discriminante de la ecuacion.

IDEA CLAVE

Completar el cuadrado convierte una expresioén con dos apariciones de x en un inico
2 ) .
cuadrado (z + )”. Es el corazén de la demostracién.

4 Laraiz cuadrada, con cuidado

El primer miembro es un cuadrado, asi que es > 0. Si A < 0, el segundo miembro es nega-
tivo y la ecuacién no tiene soluciones reales. Supongamos, pues, A > 0y tomemos raices.

TEOREMA 4.1 - PROPIEDAD

Para todo nimero real t, V12 = [t|.

El simbolo y/ denota la raiz principal, que por definicién nunca es negativa. Por eso
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V(=3)2 =19 =3 =] - 3|, yno —3. Aplicandolo a los dos miembros:

b|_vA _vA
S VA 2lal]

Quitar el valor absoluto: nace el +

Sik > 0,laigualdad |¢| = k equivaleat = k ot = —k. Por tanto

b VA b VA

El signo de «

b+ VA

Sia > 0, entonces |a| = a y juntamos en una sola fracciéon: x = 5
a

~bFVA

el mismo: par de: mmeros,, asi que el resultado es idéntico.

Sia < 0, entonces |a| = —a y el signo se invierte: =z = . Pero «F» y «+» describen

TEOREMA 6.1 - FORMULA CUADRATICA

<
Sia# 0y A = b?—4ac > 0, las soluciones reales de ax? + bx + ¢ = 0 son
—b+ Vb? — 4ac
xr = 0
2a
. J

Lo que cuenta el discriminante

Discriminante Soluciones reales La parabola y = az? + bz + c...
A >0 Dos, distintas corta al eje « en dos puntos
A=0 Una (doble): z = —% toca al eje en su vértice

A <0 Ninguna no llega a tocar el eje

NOTA En la web tienes un laboratorio interactivo para mover a, by ¢y ver cémo cambian la
pardbola y sus cortes con el eje.
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8 Sumay producto de las soluciones

TEOREMA 8.1 - RELACIONES DE CARDANO-VIETA

Si x1, x2 son las soluciones de az? + bz + ¢ = 0, entonces

b c
r+x9 = ——, XT1-Tg = —.
a a
DEMOSTRACION
, —2b b . 1
Al sumar, las raices se cancelan: z; + 9 = 5 = o Al multiplicar aparece una
a a

suma por diferencia:

9 Un ejemplo completo

Aquia =2,b=—-3,c=—2,asique A =9+16 =25y

35

Sl

Comprobacion con Cardano-Vieta: x; + x5 = % = —% yrizg =—1=

ISHIe}

HISTORIA - AL-JUARISMI, SIGLO IX

En su tratado de dlgebra, al-Juarismi resuelve 72+ 10z = 39 completando un cuadrado
geomeétrico: un cuadrado de lado z y dos rectangulos de x x 5 forman casi un cuadrado
de lado = + 5; le falta una esquina de 5 x 5 = 25. Afiadiéndola, (z +5)? = 39+25 = 64,
luego = + 5 = 8 y x = 3. Es exactamente nuestro paso 2, dibujado.

La féormula cuadratica
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Para practicar

1. Resuelve 22 — 6z + 5 = 0 completando el cuadrado, sin usar la férmula.
2. ¢Para qué valores de k tiene 22 + kz + 9 = 0 una tnica solucién (doble)?

3. Demuestra que siay ctienen signos opuestos, la ecuacion tiene siempre dos soluciones
reales distintas.

4. ¢Escierto que va? = z paratodo z? Da un contraejemplo.

Soluciones

1. 22 -6r=-5=22-6x+9=4= (z—-3)?=4,asiquer —3=42: r=50z=1.
2. Hacefalta A = k2 — 36 = 0, es decir, k = 6 0 k = —6.

3. Siac <0, entonces —dac > 0y A = b* — dac > —4ac > 0.

4. No:conx = —2, \/(—2)2 = V4 = 2 # —2. Lo correcto es Va2 = |z|.

La férmula cuadratica 5
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